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TD 3 : Réduction des matrices carrées  
 
Exercice 1 : Pour les matrices suivantes, calculer les valeurs propres, une base de chaque sous-espace 
propre. Dans le cas où 𝐴 est diagonalisable, diagonaliser 𝐴 puis calculer 𝐴 où 𝑛 ∈ ℕ. 

1) ቀ
2 4
1 −1

ቁ       2) ቀ
2 −1
1 4

ቁ       3) ቀ
6 2

−1 3
ቁ       4) ൭

1 0 0
0 0 −1
0 1 2

൱       5) ൭
3 0 1

−1 2 −1
−2 0 0

൱      6) 
ଵ

ଶ
൭

0 1 0
1 0 0
1 1 2

൱       

 

 

Exercice 2 : Soit 𝐸 = ℝଶ[𝑋]. A toute fonction polynômiale 𝑃 de 𝐸, on associe 𝑢(𝑃) = 𝑃ᇱ − 𝑃. 
1.  Montrer que 𝑢 est un endomorphisme de 𝐸. 
2.  Déterminer la matrice 𝐴 de 𝑢 dans la base canonique de 𝐸. 
3.  Déterminer les valeurs propres de 𝐴 et une base de chaque sous-espace propre associé.  

𝐴 est-elle diagonalisable ? 
 

 

Exercice 3 :  Soit la matrice 𝐶 = ൭
1 1 0
2 1 2
0 1 1

൱ 

1.  Déterminer les valeurs propres de 𝐶. Pourquoi est-elle inversible ? Pourquoi 𝐶 est-elle 
diagonalisable ? 

2.  Déterminer les sous-espaces propres associés à 𝐶. Diagonaliser 𝐶. Pour tout 𝑛 ∈ ℕ, calculer nC . 
 

 

Exercice 4 : Soit 𝑓 un endomorphisme de ℝଷ tel que 𝑓ଶ ≠ 0 et 𝑓ଷ = 0. 
1.  Montrer qu’il existe au moins un vecteur 𝑒 de ℝଷ tel que la famille (𝑓ଶ(𝑒), 𝑓(𝑒), 𝑒) soit une base 

de ℝଷ. Quelle est la matrice 𝐴 de 𝑓 dans cette base ? 
2.  Quels sont les valeurs propres et les vecteurs propres de 𝐴 ? 𝐴 est-elle diagonalisable ? 
 

 

Exercice 5 : Soient  𝐴 = ൭
7 3 −9

−2 −1 2
2 −1 −4

൱ et pour tout 𝑥 réel, 𝑃(𝑥) = 𝑥ଷ − 2𝑥ଶ − 5𝑥 + 6. 

1.  (a) Résoudre dans ℝ l’équation 𝑃(𝑥) = 0. Calculer 𝑃(𝐴). 
 (b) Déduire des calculs précédents les éventuelles valeurs propres de 𝐴. 
2.  Déterminer si les réels mis en évidence à la question précédente sont effectivement des valeurs 

propres de 𝐴 en recherchant des vecteurs propres associés à ces valeurs. (On prendra, si c’est le 
cas, des vecteurs propres tels que les troisièmes coordonnées soient égales à 1). 

3.  La matrice 𝐴 est-elle diagonalisable ? Si oui, donner une matrice 𝑃 et son inverse 𝑃ିଵ telles que 
𝑃ିଵ𝐴𝑃 soit diagonale. 

 

 

Exercice 6 : Les matrices 𝐵 = ൭
1 2 0
0 1 1
0 0 1

൱  et 𝐶 = ൭
0 1 1
0 0 0
0 0 0

൱ sont-elles diagonalisables ? Inversibles ? 

 

 

Exercice 7 : 

Soit (𝑢) la suite définie par ൜
𝑢 = 0, 𝑢ଵ = 1, 𝑢ଶ = 2

∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑢ାଷ = 6𝑢ାଶ − 11𝑢ାଵ + 6𝑢
. On pose,∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑋 = ൭

𝑢

𝑢ାଵ

𝑢ାଶ

൱ 

1. Trouver la matrice 𝐴 telle que : ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑋ାଵ = 𝐴𝑋. 
2. Montrer que 𝑆𝑝(𝐴) = {1,2,3} et trouver une matrice 𝑃 inversible telle que 𝑃ିଵ𝐴𝑃 soit diagonale.  
3. En déduire la valeur de 𝐴 pour tout entier naturel 𝑛. 
4. Expliciter 𝑋 en fonction de 𝑋. En déduire pour tout 𝑛 ∈ ℕ, la valeur de 𝑢en fonction de 𝑛. 
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Exercice 8 : Un signal lumineux se déplace entre trois points 𝐴, 𝐵 et 𝐶 :  

S’il est en A, la probabilité qu’il se déplace en B est égale à  
ଵ

ସ
  et celle qu’il se déplace en C est égale à  

ଷ

ସ
. 

S’il est en B, la probabilité qu’il se déplace en A est égale à  
ଵ

ସ
 et celle qu’il se déplace en C est égale à  

ଷ

ସ
. 

S’il est en C, la probabilité qu’il se déplace en A est égale à  
ଵ

ସ
 et celle qu’il se déplace en B est égale à  

ଷ

ସ
. 

Si 𝑛 ∈ ℕ∗, on note 𝐴 (respectivement 𝐵 et 𝐶) l’événement « le signal est en A (respectivement en B 
et en C) après le 𝑛ème déplacement ». 
Si 𝑛 = 0, on note 𝐴 (respectivement 𝐵 et 𝐶) l’événement « le signal est en A (respectivement en B  

et en C ) avant le premier déplacement ». Enfin, pour tout 𝑛 ∈ ℕ, on note 𝑋 = ቌ

𝑝(𝐴)

𝑝(𝐵)

𝑝(𝐶)
ቍ. 

1. Montrer que, ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑋ାଵ = 𝑀𝑋  où 𝑀 =
ଵ

ସ
൭

0 1 1
1 0 3
3 3 0

൱. On pose 𝑁 = 𝑀 
௧ . 

 

2. Montrer que les valeurs propres de 𝑁 sont 1, −
ଷ

ସ
 et −

ଵ

ସ
. 

3. Déterminer une matrice 𝑃 inversible telle que 𝑃ିଵ𝑁𝑃 =
ଵ

ସ
൭

−3 0 0
0 −1 0
0 0 4

൱. 

4.  (a) Montrer que, ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑁 = 𝑃𝐷𝑃ିଵ, où 𝐷 est la matrice diagonale de la question 3). 

 (b) Calculer alors 𝑁 pour tout entier naturel  𝑛. 

 (c) En déduire la valeur de 𝑀 pour 𝑛 ∈ ℕ. 

5.  On suppose qu’avant le premier déplacement, le signal est en A. 

 (a) Pour tout 𝑛 ∈ ℕ, calculer 𝑝(𝐴), 𝑝(𝐵), 𝑝(𝐶) en fonction de 𝑛. 

 (b) Déterminer alors les limites de ces suites lorsque 𝑛 tend vers l’infini. 
 

 

Exercice 9 : D’après EM Lyon 2008 

On considère les matrices carrées d’ordre trois suivantes : 

𝐴 = ൭
1 1 1
0 0 −1

−2 −2 −1
൱ , 𝐵 = ൭

2 1 1
−3 −2 −1
1 1 0

൱ , 𝐷 = ൭
0 0 0
0 −1 0
0 0 1

൱ 

1.  Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de 𝐴. 
2.   En déduire une matrice carrée 𝑃 d’ordre trois, inversible, de deuxième ligne (−1  1  1), telle que 

𝐴 = 𝑃𝐷𝑃ିଵ et calculer 𝑃ିଵ. 
3.  Calculer la matrice 𝐶 = 𝑃ିଵ𝐵𝑃 et vérifier que 𝐶 est diagonale. 
 

 

Exercice 10 : D’après HEC 
L’objectif de l’exercice est l’étude des endomorphismes de ℝଶ vérifiant l’équation (E) : 𝑓 ∘ 𝑓 = 4𝐼𝑑. 

Soit 𝑓 l’endomorphisme de ℝଶdont la matrice dans la base canonique est 𝐴 = √2 ቀ
1 1
1 −1

ቁ. 

Soit 𝑢 le vecteur de ℝଶ défini par 𝑢 = (√2 − 2; √2). 
1.  Montrer que 𝑓 vérifie l’équation (E) et déterminer le noyau et l’image de 𝑓. 
2.  (a) Montrer que 𝐺 = 𝐼𝑚(𝑓 − 2𝐼𝑑) est engendré par 𝑢.  
 En déduire la dimension de 𝐹 = 𝐾𝑒𝑟(𝑓 − 2𝐼𝑑) et donner une base de 𝐹.  

(b) Vérifier que 𝐺 est le sous-espace propre de 𝑓 associé à la valeur propre -2. 
3.  Montrer que 𝑓 est diagonalisable : préciser les valeurs propres de 𝑓 et donner la matrice de passage 

de la base canonique à une base de vecteurs propres. 
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Exercice 11 : D’après ECRICOME 
Dans tout l’exercice, ℳଷ(ℝ) désigne l’ensemble des matrices carrées d’ordre 3 à coefficients réels. On 
notera respectivement 𝐼ଷ et 0ଷ la matrice identité et la matrice nulle de ℳଷ(ℝ). 

Soit 𝐹 l’ensemble des matrices de ℳଷ(ℝ) de la forme ൭
𝑎 𝑏 𝑏
𝑏 𝑎 𝑏
𝑏 𝑏 𝑎

൱, où 𝑎 et 𝑏 sont des réels 

quelconques. Soit 𝐺 l’ensemble des matrices 𝑀 de ℳଷ(ℝ) telles que 𝑀ଶ = 𝑀. 

Partie I 

1.  𝐹 est-il un sous-espace vectoriel de ℳଷ(ℝ)? Si oui, déterminer une base de 𝐹 et préciser la 
dimension de 𝐹. 

2.  𝐺 est-il un sous-espace vectoriel de ℳଷ(ℝ)? Si oui, déterminer une base de 𝐺 et préciser la 
dimension de 𝐺. 

3.  Soit 𝐴 =
ଵ

ଷ
൭

2 −1 −1
−1 2 −1
−1 −1 2

൱. 

 (a) Démontrer que 𝐴 ∈ 𝐹 ∩ 𝐺. 
 (b) En déduire un polynôme annulateur de 𝐴. 
 (c) Déterminer les valeurs propres de 𝐴, et donner une base de chaque sous-espace propre associé. 
 (d) La matrice 𝐴 est-elle inversible ? Est-elle diagonalisable ? 

Partie II 

On considère dans cette partie une matrice 𝑀 = ൭
𝑎 𝑏 𝑏
𝑏 𝑎 𝑏
𝑏 𝑏 𝑎

൱ de 𝐹 avec (𝑎, 𝑏) ∈ ℝଶ. 

4.  (a) Démontrer que : 𝑀 ∈ 𝐺 ⟺ ൜  
𝑎ଶ + 2𝑏ଶ = 𝑎

𝑏(𝑏 + 2𝑎 − 1) = 0
 

 (b) Montrer alors que : 𝐹 ∩ 𝐺 = {𝐼ଷ, 0ଷ, 𝐴, 𝐼ଷ − 𝐴}. 
5.  On note 𝐵 = 𝐼ଷ − 𝐴. Démontrer que la famille (𝐴, 𝐵) est une base de 𝐹. 
6.  (a) On note 𝛼 = 𝑎 − 𝑏 et  𝛽 = 𝑎 + 2𝑏. Vérifier que : 𝑀 = 𝛼𝐴 + 𝛽𝐵. 
 (b) Calculer 𝐴𝐵 et 𝐵𝐴. 
 (c) Montrer que pour tout entier naturel 𝑛 : 𝑀 = 𝛼𝐴 + 𝛽𝐵. 
7.  (a) Montrer que 𝑀 est inversible si et seulement si 𝛼 ≠ 0 et 𝛽 ≠ 0. 
 (b) Si 𝛼 et 𝛽 sont deux réels non nuls, montrer que pour tout 𝑛 ∈ ℕ, on a : 𝑀ି = 𝛼ି𝐴 + 𝛽ି𝐵. 

Partie III 

Soient 𝑇 = ൭
3 1 1
1 3 1
1 1 3

൱ et 𝑌 = ൭
1

−1
0

൱. On considère la suite (𝑋) de matrices colonnes définie par 

 𝑋 = ൭
1
1
0

൱ et la relation de récurrence : ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑋ାଵ = 𝑇𝑋 + 𝑌. 

8.  Calculer la matrice 𝐼ଷ − 𝑇 et exprimer cette matrice en fonction de 𝐴 et 𝐵. 
9.  À l’aide de la question 7, calculer la matrice (𝐼ଷ − 𝑇 )ିଵ. 
10.  Démontrer qu’il existe une unique matrice colonne 𝐿, que l’on déterminera, telle que : 𝐿 = 𝑇𝐿 + 𝑌. 
11.  Démontrer que ∀𝑛 ∈ ℕ, on a : 𝑋ାଵ − 𝐿 = 𝑇(𝑋 − 𝐿), puis que : ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑋 − 𝐿 = 𝑇(𝑋 − 𝐿). 
12.  Pour tout entier naturel 𝑛, exprimer 𝑋 en fonction de 𝐴, 𝐵, 𝐿, 𝑋 et 𝑛. 
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Exercice 12 : D’après HEC 
Pour tout 𝑛 ∈ ℕ∗, on note ℳ(ℝ) l’ensemble des matrices carrées à n lignes et n colonnes à 
coefficients réels et ℬ(ℝ) l’ensemble des matrices de ℳ(ℝ) dont les coefficients sont tous égaux à 0 
ou 1. 

1.  Exemple 1 : Soit A la matrice de ℬଶ(ℝ) définie par 𝐴 = ቀ
0 1
1 0

ቁ 

(a) Calculer la matrice 𝐴ଶ. 
(b) Quelles sont les valeurs propres de A ? 
(c) La matrice A est-elle diagonalisable ? 

2.  Exemple 2 : Soit B la matrice de ℬଷ(ℝ) définie par 𝐵 = ൭
0 1 0
1 0 0
0 0 1

൱ 

On considère les instructions et la sortie (-->) Python suivantes : 
import numpy as np 
import numpy.linalg as al 
B=np.array([[0,1,0],[1,0,0],[0,0,1]]) 
P=np.array([[1,1,0],[1,-1,0],[0,0,1]]) 
np.dot(al.inv(P),np.dot(B,P)) 
--> 
[[1.  0.  0.] 
 [0. -1.  0.] 
 [0.  0.  1.]] 

(a) Déduire les valeurs propres de B de la séquence Python précédente. 

(b) Déterminer une base de chacun des sous-espaces propres de B. 
3.  (a) Combien existe-t-il de matrices appartenant à ℬ(ℝ) ? 

(b) Combien existe-t-il de matrices appartenant à ℬ(ℝ) dont chaque ligne et chaque colonne 
comporte exactement un coefficient égal à 1 ? 

4.  Dans cette question, n désigne un entier supérieur ou égal à 2. 
Soit E un espace vectoriel de dimension n et u un endomorphisme de E. On note : 

 𝑖𝑑 l’endomorphisme identité de E ; 
 F le noyau de l’endomorphisme 𝑢 − 𝑖𝑑 et G le noyau de l’endomorphisme 𝑢 + 𝑖𝑑 ; 
 p la dimension de F et q la dimension de G. 
On suppose que 𝑢 ∘ 𝑢 = 𝑖𝑑. 
(a) Justifier que l’image de 𝑢 − 𝑖𝑑 est incluse dans F. 
(b) En déduire l’inégalité : 𝑝 + 𝑞 ≥ 𝑛. 

On suppose désormais que 0 ≤ 𝑝 < 𝑞. Soit (𝑓ଵ, 𝑓ଶ, … , 𝑓) une base de F et ൫𝑔ଵ, 𝑔ଶ, … , 𝑔൯ une base de G. 

(c) Justifier que (𝑓ଵ, 𝑓ଶ, … , 𝑓, 𝑔ଵ, 𝑔ଶ, … , 𝑔) est une base de E. 

(d) Calculer 𝑢(𝑔ଵ − 𝑓ଵ) et 𝑢(𝑔ଵ + 𝑓ଵ). 
(e) Trouver une base de E dans laquelle la matrice de u appartient à ℬ(ℝ). 

 

 
 
  


